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ABSTRACT
In the past, the Mertens function M(x), i.e. the sum of the Möbius function µ(n) for 1 !  n !  x, has
been computed for x !  1013. We describe the results obtained by extending this range to x !
1014, and discuss the prospects of such computations for even larger ranges.
2000 Mathematics Subject Classification:  Primary 11A25, Secondary 11Y70
1998 ACM Computing Classification System: F.2.1
Keywords and Phrases: Möbius function, Mertens function, Mertens hypothesis
 	
 	
   		
 
   

 
 	 
 
  	     !"""  
#$%	$ $

 
  
 &' '"(& )* *+ , -,# .	+  )/ 0+#+1
$#%,$
 
!  
"    2#3$" %%  	     #$  &    3" 

 	  3  % '   ( 
  )*  
*  3  "

      	
   (
* 
*%
""" 2,+  )45 +	
 &&,-" 
 &&./0%
!''6 0)2 )+7 )4 +5 %,%&%
89# # :,5  "  "  %
 	

 	
 	  
  
         
  	   

       
 
          
  

 
 
   
  !"# 
 


    $%%&
            
  !"# '	      
 	  
 
   
 (

 $(  
& )* 
+
  	 
    ,-  ./#   
   '	    

    	 
  
  
  	  	  
 
 
    
  0
   1 02	  
  	  
 
3	
   
	
  
    
  	
 
   	  4 
 5
  
   	  
  	 
 
    
 
 1 02	  

 




     	  $%!&

   	    *  *   
      

	 
  
	  )	 	    	
     
 1   

    %/"6  ..# 
   
   	   * 
,        0
  
 
       
 *   	  
  *   	
 
 


	   7 

  0
  
   2  	  	    %8  .#
  	
  	  $%.&
   - )	 	 	 
 

    	 - 
 
     2  	   
   
 	   
 2 , 
 -    	 
 
 	
 
	9  - $%.& 	
	 : %/6; (  %.# 
  <= >	

  8#    
 	  
       
 

3	   > 7	   

  	

	
 	 
   : %6"/  -
 	  
 
           
 02 <  8%#
 ?  %/#     
  
 
  	
 

 

 	 


	 	 


 $%8&
@ <  ? 	   
 
	   
 4
0  8!#  
 
  
	      	 $%8& 	    %# 

	 4
0+
 
	    	    	
 	 
 
 

 

 
	   	      	 	
  
	
  $%.&
: 
  -  1  
 
 0
           

   	    
  

 

 1 '	  	  
20

  	    
   
 
  	
 1 (

 $1(  
& : 	
  -     
  	
 

 	  $%"&
4 
  	  A  !.#
  	
  


	 	 	 
	 

 $%;&
B 
  $%"&  $%;& 

   	  1( 
 
 	  

    2   2
      
 
   
    	 
 

@ 	  
       

      0

 
   	   







 










 








 
 

 
 



  $%C&
:     
      $%C& 

   	   2
 	    
 	
 
     2 D
3	 
  
 0  
    -     $%.&  *
  
     
: 	  1( 	     ( 
  
  
 0 
  
 $%/&
1B 
     .6  %8!"D# 

  
  
    	  $%6&
	   1(    
 
 	 
  
   1( 	 
  $%6&
: 
 -   .6  %8!;@#
  
 $%%&
  
   
       1( 	   2  2

 

  	 
 
 	 
   

   		  	    
 
: %6;. 7		  !C# 	 	 
  2	
    ,-+
 '	 
 E
 
 	
     

  
 C C;     8;" : %6C6 D 
F

  !# 
   
    ,-+
 '	   
  

C C!" ./ ;!6   68C : %66. F

  C# 
   
 
	    
 
 .. 8/; !"/ ;%   88
: %6/" G0-   1  !/#    
 
 '

    $%%%&
 
	

  	  $%%%&
 	  (       
      
 
     ( 
  	 >0  !6#   %6/C  
	   	

 
   
 
     
  	  ,-+
 '	  H
  (    I	-  %"#  %;# ,  ."# I	-  >  %C#  1  .# 
 !;#  B
  %#
  *
 
	
   1(   $%6&  	 	    0
   (   $%/& 
 
 : 
  
 	
  
 '	
 -
 $%/&  
  $%6& 
	 

 
	


 	 	 
  $%%!&
   


	   A=     ,  .8# 
  


	   J
 D		
  %%#
 

 	 2
	
    
 
     )
-  6# 
 
 
   	
  $%%.&
       
  	  4
0  8!#  
 
  

 

 	 


	 	 


 
  	  $%%8&
 +
  
	  %#  
    -   
, 	
  
 	
  

          	   

   (-  %!# A  !8# F

  ;# F  D	  "# D
 >  .# 
F

  ) -  /#
 
 
 	    	  A	  !#  !%#  1  .%#  .!# 
G0-   1  !/#
2 	
:  
  
  	  	
 
   4 
 
 	
   



  !"# %/6C   
 ,-  .;# %/6C    
 ,-  .C# %6%    
 ,-  ./# %6%!    
7		  !C# %6;.     
 
 	
 	    E

   	    	



K  8.# %6C6    
D  F

  !# %6C6    E 
  

  	    	



F

  C# %66.   E 
  

  	     



A    A	  !!# %668   
G	   
  * 
 
	
  	        :  

	 
 
   
    
    A    A	  !!# G	
    	
 
 
       
  	

  L
  M B 
 
  	  
   - 	
    
 
 
N

      
	  
   
      N 
   OP
     N    
	   
   O	  P
     N    
	   
    O	  P
      N   	   
   O 	 
 
 	 P
      N 
  
 O  P
      N 
      
   O   	 	 	P
 
       
 

      
 
    A    A	  !!# 4  
 -
 	  
 	 N
   
 

 
 - 	    F ; $G' >
&   
	
 
 *	   >D 3	   !8 J(0 : >	 8 

  % J@
1B : - %. 
  	   	
          
 , 	 	
      	
   	 
	
  
   	

   	
 $
  
 & 7 

  
 : 
    
  *	  	
    
 -  $
 

 
&
 B
  
  
    	 
  	
   

 -    
 

 B    $
   &  
 	 
	 	   $
  & 	
      

 Q
    	  
 	
     F=
  1
 8#  -  		    	  	 	
  -
	 C" 	
  	
:  %  
 
 
 	
    

   

  	 
    
  	*   ( 	           

 
  
        


- 
	  

4  ( -   
       
 '	 
   


     
  4     	  >0     

 B
     '	  J  D		
      A= 

	
   
    
  
 D 
     - 
  	


   	  G0-   1  !/# *

     
    (
  	      
       : 
 *    
 	
    		     	 
 
   
    !       		   	 	  	   		  	" 
       	 
   	







 
 

 $.%&
:        	  %6#  
  * 
  
	   
	
   L

M  $.%&  

  
	
 
 
	


 	 	 	 
  $.!&
     
 
     	  
 

  
    (

  
 
 
	
 
  >0+
 	  
 	    
     (   	   	 :   
  	
  	
  
	  	  	  
  
	    	  




4 
  - F  ( I I  1 $D4: B
&  
 	 
 

	



  , 
 	
    

         B 
 2
	 

	
  
     

    

	
 
 	 D
	
2
   
 
 

	  
   * 2	
   
 

 
 
 B  

2	 

	
  
     


 	    

 

	
 
 	 $    &
  


%% C"6 .; ..!
%6 !6% "% .;C
!. /.. 88 !/"
!8 %/" C! 8;.
.% ". "! !6.
.% 6/6 C! 8.
.% 66 C. 8/
8! "C/ C. ."8
8! 6;% // 8!"
8/ %"% C8 ..C
8/ 8" 6 86
8/ 8.. 6; 8.;
"6 !. /6 .;;
6; %8 %.! 8!;
%%8 C% 6C !/;
  


%%6 "8" %.!' ./!
%8% /;; %..' .".
!. .66 %"8' .!%
!// /68 %..' !8C
. ""% !8' 8./
.." C! %""' !;/
."" C.. !"/' 8..
8;. %!6 !8%' ."8
8;. %.6 !88' ."6
"6/ ". !"6' .."
;. %"% !C/' ."/
;;/ ""C !8"' .
;6. !"" !;8' .%C
/6C %;! !C6' !6"
6!; !;" .;/' ./!
  


66% !6C !;"' !;;
% ;; /"8 8.!' 8%/
% 86; !66 .;6' .!
% 86C ." .//' .%C
% C;% .;; 8..' .!;
% C6. 6%/ ""' 8%%
! %" %8% ./6' !C8
. !.6 C6C ;/.' ./
8 .!% "". ""%' !;"
8 "86 %. ;..' !6C
8 6"; "/% ;/8' .C
" .8. C;% /8C' .;;
; .6! 6"8 ;.8' !"%
; 8/% ;% % ;' 8%;
C /% /;% /8/' .%6
3  $&
  


C %6 %% % C/ 88
6 6/; /; % ;% ..;
% %68 8"/ % !8 .//
%! .6" .% % C6 .C
%! /C8 /%8 % 88C 8.
!" 8.. C; % !8% !8;
!" C.8 "6C % 8%6 !/
. 6" 6!. % 88/ !;8
. 6%6 6% ! "C. 8;.
.8 C" 6/; % 8! !8%
;% 6%. /;. ! /8" .;!
C 86C %. ! "C8 .C
C; %" ..6 . 88/ .6"
6 C! C/! ! /8; !66
6! 8%/ %!C . !6 .8!
%6 "!/ ;"" . 886 ..
%% %. C!6 8 ;% 8.6
%8% !88 .!6 . !6% !CC
%"! .". !!! 8 !C6 .8C
%C6 "8" ;%8 8 ;%% .88
%C6 6%6 C86 ; !!; 8;8
!%; C68 /C 8 !/ !6%
.; C%/ 8"/ ; ;6" .".
8"" !6C ..6 ; !!C !6!
8"; /CC ;%/ / ";" 8%
"%8 88 "8! ; ;6; !6"
6. /C C. % !8; .8%
% !6 !!. %" / ";; !;C
% %6 ..% 88C %" .." 8;
% !!/ ;88 ;.% % !8C !6!
! !%/ ;C ;." %" %/! .!!
! "/; ./C ;%8 %" ..; .!
! "6C !%C /; %C ..8 .8
. ;% %;6 6/6 %" %/. !C8
. .%8 ./" ;C/ !% CCC .C/
. C!8 %/. !C. %C .." !/8
. CC. %;; ;/% !" C% 8/
" 8.6 !68 !!; !% CC/ !6"
" 8.6 !68 C/% !% C6% !6"
; ; 8"; ;!; !" C! .6
; ;.% !8" "/ .% !; ./.
C "88 8"6 %C !% C6! !"%
C ;; ;/8 "8% ./ .%C 8./
C C!" ./ ;!6 8. 68C "
C C;; /8! /%. " !/; "C%
6 /!; ;; .;. .% !C .%"
%" "C/ ;;6 ./C "% %%; 8%
  


%/ /." // 8%C " !/C .;;
%6 /6 %// C%/ ; 88! 8!6
!! C8" !C% "". "% %%C ..6
./ ;; .." !C6 /% !! 8%;
8/ !% 6./ ;%" ; 88. !C"
8/ ;./ CCC ;! C; 68; .86
"; C68 %". %." /% !!% .8%
%% !8; %." ;%C %!6 ..! 8;
%; "%! !;8 C.% C; 68C !.;
%/ 6!8 "8. "8; %C ."/ "%;
%8/ 886 %;6 C8% %!6 ... ..;
!%C .6 !/. C." %6 6.; 8%
!6" C;; ;8! 86 %C ."6 .%.
!6C %6. /.6 86" !C 8C/ ./%
.!" /%. !; !6/ %6 6.C .."
.. %./ 868 %86 !C% .%C 8C!
.. 8/; !"/ ;% !/C 88 "
.. "/ ;/; !%/ !68 /%; "%.
8 " !. /; !C 8C6 .!/
;;% ;; "C" .C ..% .! 8C
% !8; "6C ;6C !% !68 /%C !;8
% 88 ."" !! .; .;/ "!C .C
% ; "6C %/8 68" ..% .. !;!
% ;". 8." %6. "8% "8; ;;; 8!"
! / C% .. " .;/ "!/ !;
! /C 8%; . 86 ;!" ;/% 8..
! .%6 !"% %% /;" "8; ;;C ."6
! .8. 8%! ;% 866 "68 88! .//
. !;/ /"" ;%; !;! ;!" ;/! .8;
. !C 6!; 8!8 ;C ;." ""/ ."%
. C"8 /% 6;C "" "68 88. .C
8 6/ 8/8 %/% 8CC C/ 6.! ./;
" %/8 // ;;" 8%. ;." ""6 !C6
" %6C %"6 ./" C.. ;/6 ;// ..
; !! "C C88 .C C/ 6.. .%8
% !.; ". "" C8" % 8"% !.. 8"8
%% %%C 66/ %/. 6% ;/6 ;/6 !C
!% .; 8". %.8 6.6 % C8" "!8 ./%
!. !"8 C66 C; %6C % 8"% !.8 .%
!. 8.% /C/ !6 .%/ % 6. %"C .6.
. .! 6.. 8/ 6%C % C8" "!" .%C
. "% ;.6 //8 6/ % 6. !" .86
." ;%; !C6 /;% .8" % 6. %"/ .%6
.; !%. 6C; .%% C/% ! C/. CCC 8;.
;C %8; ."8 !.. ."% % 6. !; !.;
C% "./ %C6 .C/ 8!6 8 ..C .6% "%.
C% "C/ 6.; 8!C %CC 8 88 %" "!"
/

B
 1 I #  $% 	 	 
 B B  $%66%& !"R!%. %#
 !# D (  F

  & '"   : 1  +B> B%!.%% L:3	
%6C"M  %%R%. D71, %6C6
 .# D
 > 7 (! 	 
  & !	 
    $% 	 

 B B  $%6/6& .CR..C
 8# F=
   1 I &  	 
  $% 	 
 )*  
$%66;& !6%R!6"
 "# F ( J  D	 ? , &	 ! 		 
  : 
: ?  B 7	  A	 7
  
 /66  !.6R!".
, %6/!
 ;# F

  $	   
 	   
  $% 	 @	 ,  
,	   $%6CC& 8CR"!
 C# F

  ) 	   
  $% 	  $	 '	 )*
  $%66.& /6R6/
 /# F

   ) -  ) 	   
  $% 	  $	
	!"	 ''	 )*   $%66.& 66R%%!
 6# ) -  $	 *	   
 	   
  $% 	 >F


 Q @	* %66%
 %#  ? +,	    	 
    
 > A  ,
 $!!& ";"R;..
 %%# J : I  D		
 1    !		  	- 
	 
 
$% 	 
  D  $%6;/& /"CR/;%
 %!# (- 1 .  / 		 	 )0 ,0	

B- 4

 4  $%66& %%6R%.8
 %.# ( I /  	  	 '	   
 
  		 	'"	 '"	
@	 ,    $%/6;& %66R!!
 %8# : B )  	  
   	 D Q
 >

 %6.! 1
 ,2( %6;8  $    1 D <	&  D Q

>

 %66
 %"# I	- 4 @ ( 10  +  $	 7 S
  J
 ,2
	 S
 --
 $%6;%& %%
 %;# I	- 4 @ #  $	     -	 : ( F 
B 7	   %8CR%"/ B  , %6C.
 %C# I	- 4 @  > B  	   20   	
	   $	  I     ! $%6C;& ..!R.8
 %/# ? 7  (		 
  		   	   1	

# Q
 
7	-  $%6"/& %/"R%6!
4 %6# ?-     A	 I #   
  $	 
   #
 !# A	 )    3   +  4 +  5
 6 	 %66
1  D
 %6".
 !%# A	 ) +	 7  . +  5
 6 (02< %6!C
 !!# A 4     A	 I /!	 	  $	,   8-
,	 	    !  	 : ? B A ,'  7  
 
Q
 

  
N B @ , G

  8!%R8.! D4: B

%668
 !.# A I ) 9"	 	'"	  ,!:	 "  
 
   , 	
 '	 	  - " 	  D 1 B ,  $%6%!& !;.R!;;
 !8# A 1 B   	 
  	  

  B B  $%6;C& 86R"6
)	   $%6;6& 66R%
 !"# 
  ;   	 )0 ,0	
 B- 4

 4  
$%/6C& C;%R/.
 !;#  ( . <0  $	,	 + >F 

 Q Q %6/C
 !C# 7		 J ( 	 =	  $		 )0 7	   $%6;.&
%R%.
 !/# G0- B    1 ( I I 8	
 
  $	  I   
 $%6/"& %./R%;
 !6# >0 I  * 	
 
  $	  B
=
3	  $%6/C& .!"R...
 .#  1 ( I I &	    
 $	 I   
 $%6C6& .";R.;
 .%#  1 ( I I / 	   	    $	   	 
	
 7	 B 4
- # $%6/"& !.CR!8.
 .!#  1 ( I I #  	! 
  
 

 	 /	 : J  F'- 

 I ,'
 D >
 < %  ;6RC6 , %66.
 ..# 1 @ =     4     >%		 
 >	


B- 4

 $%/"6& ;C%R;/ 1  @ 1 J
 4- 	 %/C; 
 @ 1 D >
 F %6".
 .8# , @ /  
		'     $	    	  4 3'! D
1 B , $ $%6C& %6CR%%%
 ."# , 1 .	 
 		 
   
 ??  D  $%6;;& %;.R%C.
 .;#  ,- 1 F (	 =	 7   +
  	 )0
  ?  @  	 A@@@@ ,0	
 B- 4

 4   $%/6C& /."R%!8
 .C#  ,- 1 F (	 =	 7   +
  	 )0
  ? A@@@@  	 A@@@@@ ,0	
 B- 4

 4  $%6%& %".R%%!
 ./#  ,- 1 F 8 	 )0   	  > A@@@@@@ ,0	

B- 4

 4  $%6%!& %/.R%6;
5 .6# 
 ) D  ! 
   .-
 G* Q
 >

 %6"%
,  
  F 1 (2@ 	
  G* Q
 >

 %6/;
 8#   <=2>	

 D I 	 !"	 	  ' 	  	B 4: C
3 
 
    	  	 	  '' B , , @	*  $%/6;&
%/.R!";
 8%# < :    	 
 
     1	

# :0 B- 7	- ,,,1 , 
 $%6"/& %;%R%;8
 8!# 4
0 B D!	 (	    . <)@ F	
 <
%6;.
 8.# K  < 	 
 		 
  $% 	 
  I G- Q
 $%6C6& 8%R8C
    	
D ( '"  
" B
=
3	   $%6C6 & "CR;%
F' B 3,!:	   	  	  	 '	  
 ' E  ' 	
  '	 D 1 B ,  $%6.%& ;";R;"/
F

  ':	 ,		  
  $% 	 ,= = 7
 Q @	* :
$%6/.R%6/8& * ..
)
 (  ,	 . ) B >

 %6C8
: B ) #  	   ! 
  	 B I    $%68!& .%.R.%6
A	 ) ;   $% 		 )0 1 >  $%6!8& !CCR!/
	
 B  ;    	   =0   I     $%/.!&
%"R%!.
>0 I #	! 	 
  

  ? B B  $%6/!& 86R""
>0 I #	! 	 
  

  ?? ,	 ,  (	  $%6/& 86%R86;
>0 I #	! 	 
  

  ??? B B  $%6/8& %"R%%.
, @ / 	 		 	 
	 		 	 
	  $% 	   3 D
1 B , $ $%6C& "C/R"/
, A   	 
  	! 
 
  $% 	 
 B B
 $%6;6& !!%R!..
, I . 1  	  		 )0  $% 	,	 )0-
  7
-  

-  $%6.!& 8"R".
, I 1F  8	  $% 	,	 )0 I
 F	
  <
 $%6..& !!.R!.C
, I . 	   $% 	,	 )0 % 		 )0
  J
 (	 % $%6..& %8/R%;.
,'
 I 3 GH : F ( @	  ( @	 
 D
 +(  
,'
 $  * N A
  ,'
 T  2AU 
	   
 
1& J	2<
 %6"
-  #  $% 	   
	 - I   $%6/& !%"R!%/

 ) D  	" 
   !		 I A  ,  $%6!C& !8CR!"8
